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Uvod

Pri vytvarani simula¢nych modelov, na ktorych overujeme platnost’ navrhnutych postupov sa
stretdvame s ulohou, kde potrebujeme navrhnat’ model mechanickej ststavy s predpisanymi
spektralnymi alebo modalnymi vlastnostami (napr. identifikacné ulohy). Moézu to byt
napriklad poziadavky, aby model mal vel'mi blizke vlastné frekvencie alebo viacnasobné
vlastné tvary. Na vytvaranie takychto modelov sa da vyuzit’ rieSenie inverzného problému
pasivnej alebo riadenej nekonzervativnej sustavy navrhnuté v pracach [1] a [2].

Matematicky model

Matematicky model linearnej nekonzervativnej ststavy so sustredenymi parametrami v n-
rozmernom fyzikalnom priestore je v tvare sustavy diferencidlnych rovnic

Mv(t)+Bv(z)+ Kv(t)=£(r) (1)
kde vo vSeobecnosti je M reguldrna nesymetrickda matica nxn, B,K su singularne
nesymetrické matice nxn, v(t),v(¢),v(r) st stipcové matice nx1 vychyliek, rychlosti
a zrychlenia zavislych na Case a f (t) je stipcova matica nx1 vonkajsich sil zavislych na ¢ase.

Vynasobenim rovnice (1) zl'ava maticou M~ dostdvame

V(¢)+ M 'BV(t)+ M 'Kv(t)=M'f(¢) (2)

V(e)+H,v(e)+ Hyv(r)=p(r) 3)
Rozsirenim rovnice (3) o identitu

L,v(@)-1,,v()=o, (4)

kde I, , je jednotkova diagonalna matica nxn a o, je nulova stipcova matica nx1, dostaneme

spojenim rovnic (3) a (4) model v 2n-rozmernom priestore v tvare
H I, v)] [-H, O, Tv()] [p()
N = (5)
IYI,YI On,n V(t) On,n In,n V(t) 0}’!
Nu(r)—Pu(t)=g(¢) (6)

kde N, P su matice 2nx2n a u(t)u(z),p(s) sa stipcové matice 2nx1. Ak vynasobime zlava
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rovnicu (6) maticou N~ dostavame model v stavovom priestore

s L, ol
x(r)= Ax(¢)+h(r) (8)

kde matica A je stavova matica 2nx2n a x(t),x(¢),h(¢) su stipcové matice 2nx]1.

Problém vlastnych ¢isel
Problém vlastnych ¢isel pre model (3) mdézeme v maticovom tvare zapisat’
H,V+H,VD+VD’=0 W'H, +DW'H, + D°W" =0,,, 9)

kde V, W je pravostrannd, resp. lavostrannd modalna matica nx2n a D je spektrdlna matica
vlastnych cisel 2nx2n, ktord vo vSeobecnosti moze byt v Jordanovskom kanonickom tvare.
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Problém vlastnych cisel pre modely dané rovnicami (6) a (8) mdzeme v maticovom tvare

zapisat’
PU-NUD=0,,,,, Q'P-DQ'N=0,,,, (10)
AX-XD=0,,,,, Y'A-DY'=0,,,, (11)

kde P, Q st modalne matice modelu (6) 2nx2n a X, Y st modalne matice modelu (8) 2nx2n.
Problém vlastnych ¢isel pre vsetky tri modely moZeme pretransformovat’ na kanonicky tvar

W'HV+DW' +W'VD=1, , , ~-W'HV+DW'VD=D (12)
Q'PU=D, Q'NU=1,,,, (13)
X'AX=D, X'X=I,,,, (14)

Ak porovname vztahy (13) a (14) dostdvame vztahy medzi pravostrannymi a lavostrannymi
modalnymi maticami problému vlastnych ¢isel pre jednotlivé modely

X=U, X'=Q'N (15)

u=| ¥ o=(x'~n)=| W (16)
VD |’ WD’

Inverzné vzt’ahy

Ak upravime vztah (14)

XDX'=A (17)
a pouzijeme vzt'ahy (15), (16) dostaneme rovnost’

\% H I, (0) I
S
VD L, O, [-H, —-H,

Zo0 maticovej rovnici (18) dostaneme inverzné vztahy

H,=(VD’W') - VD*W" H =-VD’W’ (19)
s podmienkou

VDW' =1, (20)

Ak navrhneme nové matice, t.j. zmenime modéalne matice alebo spektralnu maticu, potom
prestava platit’ podmienka (20). T4 sa zmeni na tvar

VDW' =R=TT, 1)
kde T,,T,st trojuholnikové matice ziskané Choleského rozkladom. Potom nové modalne
matice mozu byt’ v tvare

V,=T'V,W,=T,"W, D, =D (22)

Pouzitie inverznych vzt’ahov

Niekedy potrebujeme navrhnut’ pre simulaéné experimenty na overenie navrhnutych postupov
(napr. identifikaénych metdd) sustavy, ktoré mézu mat velmi blizke vlastné Cdisla,
viacnasobné vlastné Cisla, vzdialené vlastné ¢isla,... V tejto kapitole si ukaZzeme ako
jednoducho takuto sustavu navrhneme.

Chceme navrhnut' sustavu, ktora ma velmi blizke vlastné cisla. Aby sme nerobili navrh
metédou pokusu aomylu, mézeme pouzit inverzné¢ vztahy, ktoré sme uviedli
v predchadzajucej kapitole. Ak nemédme na modéalne matice Ziadne zvlastne poziadavky, aby
sme nemuseli pracne vymyslat, moézeme zvolit' jednoduchu sustavu, ktorej modélne
a spektralne matice jednoducho uré¢ime. Nech pozadovana spektrdlna matica je v tvare



[—2-10i 0 0 0 0 0
0 —2+10i 0 0 0 0
0 0 -2-10,li 0 0 0
Dl = . (23)
0 0 0 —2+10,1i 0 0
0 0 0 0 —2-10,2i 0
0 0 0 0 0 ~2+10,2i |
B
m
ky LJ'J b,
e
ny
k> LJ'J b,
e
ms3
ks LJ'J b3
x@f

Zvol'me si jednoduchu sustavu retazového typu (Obr.1).
Obr.1 Trojhmotna sustava retazového typu

Nech hodnoty jednotlivych hmotnosti, timeni a tuhosti st nasledovné
m,=1,m,=2,m,=1,k,=300,k,=300,%,=250,5,=10,5,=10,b,=5 (24)
V Tab.1 je uvedeny vypocet matic V, W, D

ml=1;m2=2;m3=1;

k1=300;k2=300;k3=250;

bl=10;b2=10;b3=5;

M=diag ([ml m2 m3]);

B=[bl -bl 0;-bl bl+b2 -b2;0 -b2 b2+b3];
K=[kl -k1 0;-k1 kl1+k2 -k2;0 -k2 k2+k3];
HO=inv (M) *K;

Hl=inv (M) *B;

N=[-H1 eye(3);eye(3) zeros(3,3)];
N=[-H1 eye(3);eye(3) zeros(3,3)];
P=[-HO zeros(3,3); zeros(3,3) eye(3)];
A=[zeros (3,3) eye(3);-HO -H1];
[X,D]=jordan (vpa(A));

X=subs (X) ;

D=subs (D) ;

U=X;

UU=(inv (X) *inv (N)) ';

v=U(1:3,:);

W=UU(1:3,:);

Tab.1 Vypocet modalnych matic a spektralnej matice



Pri navrhu pouZijeme vypocitané modalne matice V, W a pozadovanu spektralnu maticu D;.
V Tab.2 je uvedeny vypocet novej sustavy v stavovom priestore, ktord md pozadované
spektralne vlastnosti dané spektralnou maticou D;.

Dl=diag([-2-101i -2+10i -2-10.11i -2+10.1i -2-10.2i -2+10.21i1);
R=V*D1*W';

[T1,T2]=1u(R);

Vli=inv (T1l) *V;

Wl=inv (T2) '*W;

HO=( (V1*D1"2*W1"') "2-V1*D1"3*W1l"') ;

Hl1=-V1*D1"2*W1l"';

A=[zeros(3,3) eye(3);-HO -H1];

Tab.2 Navrh novej ststavy s pozadovanymi spektralnymi vlastnost’ami

Zaver

V c¢lanku je ukazana jednoduchd moznost’ vyuzitia rieSenia inverzného problému pre navrh
sustavy s pozadovanymi modalnymi a spektralnymi vlastnost'ami s ukdzkou navrhu ststavy
s vel'mi blizkymi vlastnymi ¢islami.
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