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Abstrakt: Vlastnosti 2D Fourierovy transformace umozihuji konstrukci charakteristik 2D binarniho
obrazu, které jsou invariantni vac¢i posunu, otoceni a zméné métitka. Metoda je zaloZena na analyze
absolutni hodnoty fourierovského obrazu a konstrukci dolni a horni obalky rotovanych fezi. Diskrétni
aproximace navrzenych invariant je realizovana v prostifedi Matlabu s vyuzitim 2D FFT. Vlastnosti
navrzené metody jsou demonstrovany na piikladech.
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1 Uvod

Nagim cilem je nalézt charakteristiky 2D bin4rniho obrazu, které by byly invariantni vici posunu, otoceni
a zméné méritka. Na zakladé analyzy amplitudového spektra Fourierovy transformace jsou sestaveny
spektralni fezy, s jejichz pomoci vytvoiime dolni a horni obalku. Po vytvofeni relativizovanych obalek
pomoci referen¢niho bodu se obalky transformacemi obrazu neméni. Z relativizovanych obalek nalezneme
diskrétni aproximace invariant pomoci 2D FFT.

2 Fourierova transformace

Prostor W,
Definujeme prostor W jako
Wy ={f: R? - (C,/ [f(z,y)|dz dy < +o0}. (1)
R2
Fourierova transformace

Necht f € Wh, x,y, w1, w2 € R. Pak Fourierovou transformaci funkce f nazyvame

Folf(a,y)} = F(wr,ws) = / / bz, y) 172 dudy @)
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Prostor D

Definujeme prostor D jako
Dy ={f:{0,...,N —1}> = C\ {0}}. (3)

Diskrétni Fourierova transformace

Necht f € D5 je ohranicena diskrétni funkce reprezentované matici realnych ¢isel o velikosti N x N, jejiz
slozky oznacime f(j,k) (0 <j<N—-1,0<k<N-1),0<w; <N—-1,0<ws <N — 1. Pak diskrétn{
Fourierovou transformaci funkce f nazyvame
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Fwr,ws) = £(j, k)e™ R (wii+wah) (4)
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kde F € D, je periodicka funkce s periodou 27 reprezentovand matici komplexnich ¢isel o velikosti N x N.



Spektrum

Necht f(z,y) € Wy (resp. D2) je funkce s Fourierovym obrazem F(w;,w,). Pak spektrem nazyvame
F(wi,ws) = Re(wr,ws) + i Im(wy, ws), (5)
kde Re(w,w2) je realnd a Im(wy,ws) je imaginarni ¢ast spektra.

Amplitudové spektrum

Necht f(x,y) € W (resp. D2) je funkce s Fourierovym obrazem F(w;,ws). Pak amplitudovym spektrem
nazyvame

Awy,wsz) = |F(wy,ws)| = \/Re2(w1,W2) + Im? (wy, ws). (6)
Fazové spektrum
Necht f(z,y) € W, (resp. D2) je funkce s Fourierovym obrazem F(w;,ws). Pak fazovym spektrem
nazyvame

_ Im(w1 wg)
H =tan~ ! |[m———2=20 |,
(1, ) = tan [Re(wleQ)]

(7)

3 TSR invariance

3.1 Invariance viéi posunuti

Pfi posunuti funkce f(z, y) v prostorové oblasti dojde k linearnimu posunuti faze Fourierovy transformace
F(w;,ws) ve frekvencni oblasti a naopak. Amplituda zistava beze zmény (obr. 4). To vede k myslence
vyuzit amplitudové spektrum pfi rozpoznavani obrazu.

Polohové invariantni spektrum

Necht f(z,y) € W je funkce s Fourierovym obrazem F(w;,ws). Pak polohové invariantnim spektrem
nazyvame
A(w1 , wg)

A(0,0) ®)

d’(wl,wg) =

3.2 Invariance viéi rotaci

Pii rotaci funkce f(z, y) o tthel ¢ v prostorové oblasti dochézi k rotaci Fourierovy transformace F(wy,ws)
o stejny thel a ve stejném sméru ve frekvenéni oblasti a naopak (obr. 5). Pro zajisténi invariance viaci
rotaci je vhodné piejit k polarnim soufadnicim w a ¢. Zobrazime-li vrstevnicovou mapu polohové invari-
antniho spektra, mizeme pro razné thly ¢ sledovat zménu hodnot amplitudy se vzristajici vzdalenosti
od pocatku. Tuto zménu vystihuji tzv. spektralni fezy.

Spektralni fez

Necht f(z,y) € Ws je funkce s polohové invariantnim spektrem ®(wy, ws). Pak spektralnim fezem spektra
®(wy,ws) nazyvame
cut(w, ) = ®(wcos g, wsin ). 9)

Horni obalka

Necht f(z,y) € Wa. Pak horni obalkou polohové invariantniho spektra nazyvame

upper(w) = |max cut(w, v). (10)

p|<m

Dolni obalka

Necht f(z,y) € W». Pak dolni obalkou polohové invariantniho spektra nazgvame

lower(w) = min cut(w, ). (11)
lol<m
Dojde-li k rotaci obrazu o thel v, dojde k rotaci spektra o stejny thel. Spektralni fez odpovidajici
ahlu ¢ bude po posunuti odpovidat thlu ¢ + . Vzhledem k tomu, Ze dolni a horni obalka je tvofena
ze viech thla v intervalu m < ¢ < 7, jejich tvar se oto¢enim obrazu nezméni (obr. 7 a 8).



3.3 Invariance viiéi zméné velikosti

Pii zvétsovani funkce f(z,y) v prostorové oblasti dochézi ke zhusténi a zméné méfitka Fourierovy trans-
formace F(wy,ws) ve frekvencni oblasti a naopak (obr. 6). Se zménou méfitka Fourierovy transformace
dochézi ke stejné zméné méfitka také u dolni a horni obélky (obr. 9). Pro moZnost porovnani obélek
stejnych objektu, které byly zvétseny nebo zmenseny, potifebujeme urcit néjaky referen¢ni bod.

Prostor O

Definujeme prostor O jako
O={p:Rj =Ry} (12)

Piiklad: lower, upper € O, protoZe pro kazdé w > 0 plati lower(w) > 0, upper(w) > 0.

Prostor V

Definujeme prostor V jako
V={u:0x0—R} (13)
Priklad: w* = u(lower(w), upper(w)) = {m>ir(}w | upper(w) = 1}.

Referenc¢ni bod

Necht lower,upper € O, u € V, w* = u(lower(w),upper(w)) > 0. Plati-li pro kazdé a > 0, Ze
u(lower(aw), upper(aw)) = au(lower(w), upper(w)), pak w* nazyvame referenénim bodem obalek lower,
upper.

Nabizi se nékolik moznosti pro urceni hodnoty referené¢niho bodu. Efektivita nékolika vybranych
moznosti byla méfena pomoci experimentu, ze kterého lze usoudit, Ze nevhodné&jsi pro urceni referenc-
niho bodu by mohl byt priisecik te¢ny v inflexu horni nebo dolni obalky s osou x. Vzhledem k tomu, 7e
u velmi tenkych objektu klesa horni obalka velice pozvolna, je vhodné&jsi referenéni bod w* urcovat jako
prusecik te¢ny v inflexu dolni obalky s osou x.

Relativizované obalky
Necht f(x,y) € Ws je funkce s polohové invariantnim spektrem ®(wy,ws), lower, upper € O jsou obélky
®(wy,ws). Necht w* > 0 je jejich referenéni bod. Pak funkce
upper”(§) upper(w/w"), (14)
lower*(§) = lower(w/w®) (15)

nazyvame relativizované obalky.

TSR invariance

Necht f(z,y) € W, ma relativizované obalky lower™, upper* € O. Necht g(x,y) € W, vznikla posunutim,
rotaci a zménou méfitka funkce f. Pak g ma stejné relativizované obalky jako f.

4 Invariantni charakteristiky

Prvni klesajici tisek dolni obalky

Necht w™ je soufadnice prvniho lokdlntho minima relativizované dolni obalky. Pak prvnim (monotonné)
klesajicim tisekem této obalky nazyvame funkci low : (0,w) — ]RE)" definovanou piedpisem

low(w) = lower*(w), w € (0,w™).

Invarianty ki,..., Ko
Pomoci diskrétni aproximace funkce low ™' byly ziskdny invarianty &1,. .., kg jako
ki =low *(0.143), i=1,...,9. (16)
Invarianty kig,..., K18
Pomoci diskrétni aproximaci relativizované horni obélky byly ziskany invarianty k1g, ..., %15 jako

k; = upper”(0.25), i=10,...,18; j=i—-9. (17)



Obrézek 1: Trojuhelnik Obrézek 2: Trojuhelnik oto¢eny Obrazek 3: Trojuhelnik zvétSeny
0 60° (OT) v poméru 1:2 (ZT)
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Obréazek 4: Vrstevnicovd mapa Obrazek 5: Vrstevnicovd mapa Obrézek 6: Vrstevnicovd mapa
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Obrazek 7: Horni a dolni obalka Obrézek &: Horni a dolni obalka Obrazek 9: Horni a dolni obélka
u trojuhelniku u OT uZT

5 Invariantni mnozina objektt

Pro experiment bylo zvoleno osm typu 2D objekti
e t¥i spojité: trojuhelnik (1), étverec (2), Sestitthelnik (3)

e pé&t diskrétnich: obdélnik (4), kosoctverec (5), elipsa (6), prunik dvou elips (7), sjednoceni dvou
elips (8)

Pro kazdy typ objektu bylo vygenerovano deset zastupct. Kazdy z téchto objektt byl konvertovan
do vektoru &; = k1,...,k18 € R'®, j = 1,...,80. PCA prokazala, Ze tyto objekty utvareji samostatné
shluky objekti stejného typu (obr. 10). Pro vétsi piehlednost byly tyto shluky oznaceny tak, Ze ¢islo
vedle shluku odpovida ¢islu kazdého z osmi typi 2D objekti. Nejmensi rozptyl maji shluky spojitych
objekti (¢isla 1, 2 a 3).



Obrazek 10: PCA vzorka

6 Zavér

Podarilo se ndm nalézt TSR invarianty 2D binarniho obrazu, které lze vyuZit pfi rozpoznavani obrazu.
Byly ziskany horni a dolni obalka polohové invariantniho spektra, které jsou polohové a rota¢né inva-
riantni. Pro dosaZeni invariance vici zméné velikosti bylo potfeba vyuZit referen¢ni bod urceny jako
prusecik tecény v inflexu dolni obalky s osou x a vytvofit tak relativizované obalky. TSR invarianty byly
ziskdny z relativizovanych obélek. Experiment prokazal separabilitu objektu klasifikovanych pomoci
navrzenych charakteristik.
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