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Pti modelovani a simulaci chemicko-inzenyrskych systémil a procesi lze pouzitim
funkei symbolické matematiky do jisté miry mechanizovat ¢ast inzenyrské prace pii tvorbé,
zjednodusSovani, feSeni i optimalizaci matematickych modeld. Nejvétsi mozZnosti pouziti
symbolické matematiky lezi v oblasti formalnich Uprav vyrazl, dosazovani a eliminaci, feSeni
1 vlastni optimalizaci pouZzitim nutnych a postacujicich podminek pro extrém.

1. Uvod

V chemickych stupniovych procesech dochazi ve srovnani s jednostuptiovymi procesy
k vy$§imu vyuziti surovin a energii, a tim i k vy$§imu zhodnoceni vloZenych prosttedkt. Mezi
tyto procesy patii napi. opakovana extrakce ve vicestupiiovém extraktoru nebo chemicka
reakce v kaskadé reaktorti. Pii tvorbé matematickych modelil stupiiovych procest se vychazi
z bilan¢nich rovnic pro jednotlivé stupné a zrovnovaznych vztahi mezi proudy. Modely
stupiiovych procest se obvykle vytvareji postupnym bilancovanim od stupné ke stupné za
pouziti rovnovaznych vztahti. Vlastni feSeni 1 optimalizace modelu se pak provadi vhodnymi
numerickymi metodami. Obecné feSeni a optimalizace téchto modell jsou obvykle pracné
s moznosti vzniku chyb. Pfi pouziti symbolické matematiky v prosttedi MATLAB Symbolic
Math Toolboxu Ize vsSechny obecné vypoclty pro jednodussi stupfiové procesy provest
s podporou pocitace, tedy rychle a spolehlivé.

Postup sestaveni modelu, jeho feSeni a naslednd optimalizace pomoci symbolické
matematiky je demonstrovan na piikladu tfistupfiového extraktoru. Vlastni optimalizace je
provedena symbolickym feSenim podminkovych rovnic pro optimum. Jsou popsany vyhody a
nevyhody symbolickych vypoctl a je provedeno jejich porovnani a zhodnoceni.

2. Sestaveni modela stupniovych procesi

Postupy pii sestavovani symbolickych modelt stupniovych procest lze strucné
zformulovat do nékolika krok:

1. Definice symbolickych proménnych. Zde je dilezité vzit do uvahy vlastni
fyzikalni podstatu proménnych, pifipadné technicka omezeni jejich rozsahu a
zavést pii definici symbolickych proménnych vhodné typy (volby real, positive).
Tyto volby mohou vyrazné zjednodusit vysledky pfi upravach a zjednodusovani
symbolickych vyrazili a pii feSeni symbolickych rovnic.

2. Sestaveni bilan¢nich vztahu pro kazdy stupen. Pfi bilancovéani jednotlivych
stupniii stupniovych systému nebo procesii se pouzivaji zakladni fyzikalni zakony
zachovani, v chemicko-inZzenyrskych systémech se bilancuje hmotnost, slozky,
entalpie a obecné energie. Bilan¢ni vztahy obvykle popisuji vzajemné vztahy mezi
jednotlivymi hmotnymi proudy subsystému.

3. Pouziti pridatnych vztahi. Zakladni bilance se dopliluji o rizné pridatné vztahy,
které popisuji zavislosti mezi jednotlivymi sloZkami nebo fdzemi proudd. Obvykle
se zde pouziva predpoklad dosazeni rovnovéhy (rovnovazné vztahy, kinetické
udaje atd.).



4. ZjednoduSeni rovnic modelu. V fad¢ pripadll je mozné eliminovat z modelovych
rovnic nekteré proménné a snizit dimenzi systému. K eliminaci se pouzivaji ty
proménné, které v nékterych rovnicich jsou na ostatnich proménnych linearné
zavislé, nemusi to byt vSak pravidlo.

3. Optimalizace symbolického modelu

K optimalizaci symbolického modelu je obvykle vhodné pouzit klasickych postupli
analytické teorie extrémil. Numerickd optimalizace symbolického modelu neni vhodné a
navic se prechodem do numerické oblasti eliminuje hlavni pfednost symbolickych modelt —
vysledky optimalizace pak nejsou funkéni vztahy mezi proménnymi optimalizovaného
systému nebo procesu. Symbolicka optimalizace je zaloZena na symbolickém feSeni a/nebo
ovéfovani nutnych a/nebo postacujicich podminek optima.

Vlastni postup optimalizace lze zformulovat do nékolika kroki, ktery se mize lisit
podle toho, do jaké miry se podafi eliminovat rovnice modelu — vazby a pievést vazany
optimaliza¢ni problém na volny.

1. Sestaveni ucelové funkce. Toto kritérium optimality je vhodné funkce vstupnich
proménnych modelu, kterd kvantifikuje pozadavky na kvalitu fesent.

2. Eliminace rovnic modelu. Je vhodné zjednodusit postup symbolické optimalizace
eliminaci rovnic modelu a pfevést vypocet vazaného optima na vypocet volného
optima. Optimaliza¢ni vypocty se v tomto piipad€ velmi zjednodusi.

3. Sestaveni nutnych podminek optima. Kazd¢é optimum musi vyhovovat nutnym
podminkdm optima — derivace ucelové funkce podle optimalizacnich fidicich
proménnych musi byt nulové.

4. ReSeni podminkovych rovnic. Optimalni symbolické hodnoty optimalizaénich
tfidicich proménnych se vypocitaji jako funkce konstant modelovaného systému.

5. Ovéfeni druhu optima. Nalezené feSeni optimalizacniho problému nemusi byt
optimem, je nutné oveéfit postacujici podminky optima a urcit druh optima
(minimum, maximum). V pfipadé¢ volného extrému je feSeni jednoduché a
symbolicky dobie algoritmizovatelné. V piipadé vazaného extrému symbolické
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je vice heuristicky.

Dilezitou soucasti vSech vypocti je systematické zjednoduSovani vypoctenych
symbolickych mezivysledki. Jestlize se zjednoduSovani neprovadi, mize béhem vypocti
vzniknout symbolicky vyraz natolik slozity, ze jej funkce MATLAB Symbolic Math
Toolboxu nemusi zvladnout.

4. Sestaveni a optimalizace modelu stupniového procesu

Modelovy piiklad, na kterém je demonstrovana symbolicka optimalizace chemickych
stupiiovych procest, je optimalizace tfistupriového extraktoru s kiizovym tokem.

V tiistupiiovém extraktoru s kiizovym tokem se z roztoku o konstantnim hmotnostnim
prutoku Q [ kg/h | extrahuje v kazdém stupni rozpusténa latka Cistym extrakénim cinidlem
(nemisitelnym s roztokem) o hmotnostnim priitoku ¢,, i=1,2,...,n [ kg/h ]. Koncentrace
rozpusténé latky na vstupu extraktoru je x,, na vystupu z kazdého stupné extraktoru je
x;,i=12,...,n. Koncentrace jsou vyjadieny v hmotnostnich zlomcich. V kazdém stupni
extraktoru se mezi rozpusténou latkou v roztoku a v extrakénim cinidle ustanovi linearni
rovnovaha (y, =k x,, i=1,2,...,n). Cilem je nalézt optimalni koncentrace rozpusténé latky
v roztoku na vystupu z kazdého stupné extraktoru x,, i =1, 2, ... , n a optimalni pritoky

extrakéniho ¢inidla ¢,, i=1,2,...,n pro kazdy stupenl extraktoru tak, aby celkovy zisk



z extrak¢éniho procesu (rozdil mezi ziskem z extrahované latky a naklady na extrakéni Cinidlo)
byl maximalni. Cena extrahované latky je a K¢/kg, cena rozpoustédla je b Ké/kg.

Postup tvorby symbolického modelu extraktoru a jeho optimalizaci Ize roz¢lenit do
nékolika krokt:

e definice symbolickych proménnych,
e definice ucelové funkce,
e hmotnostni bilance rozpusténé latky pro stupné extraktoru v implicitnim tvaru,

e celiminace vystupnich koncentraci rozpusténé latky v extrakénim cinidle z Gcelové
funkce pomoci rovnice rovnovahy,

e eliminace pratoki extrakéniho ¢inidla z G€elové funkce pomoci bilan¢nich rovnic,
e vypocet nutnych podminek pro optimum (prvni derivace ucelové funkce),

e feSeni nutnych podminek — vypocet optimalnich vystupnich koncentraci za
jednotlivymi stupni extraktoru,

e vybér fyzikaln¢€ a technicky ptipustnych feseni (pouze kladna feseni),

e 7zajisténi jednoznacnosti fesent,

e vypocet optimalnich priitokli extrakéniho ¢inidla,

e sestaveni postacujicich podminek pro maximalni feSeni (postupny vypocet prvnich
parcialnich derivaci ucelové funkce a matice druhych parcialnich derivaci),

e ovéieni postacujicich podminek pro maximalni feseni.
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Program pro vytvofeni symbolického modelu tfistupfiového extraktoru s kiiZovy
tokem a jeho naslednou optimalizaci je uveden nize:

o\°

Optimalizace stupnovych procest pomoci symbolickych vypoctl
Eliminace vazeb
definice prosttredi
clear, close all, clc
definice symbolickych proménnych
a cena extrahované latky [KE&/kg]l, b cena rozpousdtédla [K&/kg]
syms a b positive
k rovnovazna konstanta pro roztok a extrakéni c¢inidlo [-]
yms k positive
Q prutok extrahovaného roztoku [kg/h]
yms Q positive
x0 vstupni koncentrace rozpudténé latky [kg/kg]
yms x0 positive
x1, x2, x3 koncentrace rozpusténé 1latky na vystupu z kaZdého stupné
kg/kg]
syms x1 x2 x3 positive
% gl, g2, g3 prutoky extrakéniho ¢inidla kaZdym stupném [kg/h]
syms gl g2 g3 positive
$ vl1, v2, y3 vystupni koncentrace rozpusténé latky v extrakénim cinidle
[kg/kg]
syms yl y2 y3
% definice uc¢elové funkce
=a*Q* (x0-x3) -b* (gl+g2+93) ;
hmotnostni bilance rozpusténé latky pro jednotlivé stupné extraktoru
tvar statické bilance: vstupy-vystupy=0
bill=0Q*x0-gl*yl-Q0*x1;
bi12=Q*x1-qg2*y2-Q*x2;
bil3=Q0*x2-g3*y3-0*x3;
% eliminace vystupnich koncentraci rozpusténé latky v extrakénim ¢inidle
% pomoci rovnice rovnovahy
bill=subs(bill,yl, k*x1);
bil2=subs (bil2,y2,k*x2);
bil3=subs (bil3,y3,k*x3);
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eliminace prttokd extrakéniho ¢inidla z ucelové funkce

pomoci bilané¢nich rovnic
f=subs (£, {gl, 92,93}, {solve(bill,gl),solve(bil2,g2),solve (bil3,qg3)});
% vypocet optimalnich vystupnich koncentraci za stupni extraktoru
[

o o

x1ls,x2s,x3s]=solve(diff (f,x1),diff (f,x2),diff(f,x3), 'x1l,x2,x3");
vybér kladnych treseni

xlr=x1s (abs (x1ls)==x1s);
x2r=x2s (abs (x2s) ==x2s) ;
x3r=x3s (abs (x3s)==x3s) ;

% zajisténi jednoznacénosti Ffe3eni

xlo=x1r (1)

x20=x21r (1)

x30=x3r (1)

% vypocet optimédlnich pratokt extrakéniho ¢inidla

glo=simple (solve (simple (subs (bill, {x1,x2,x3}, {x1lo,x20,x30})),ql))
g2o=simple (solve (simple (subs (bil2, {x1,x2,x3}, {x1lo,x20,x30})),92))
g3o=simple (solve (simple (subs (bil3, {x1,x2,x3}, {xlo,x20,x30})),g3))

% vypocet optim&lni hodnoty ucelové funkce

fo=simple (subs (f, {x1,x2,x3}, {x1lo,x20,x30}))% test minimdlniho reseni
% vektor prvnich parcidlnich derivaci (transponovand Jacobiho matice)
Jmat=simple (jacobian (f, [x1,x2,x3]))";

% matice druhych parcidlnich derivaci (Hessova matice)

Hmat=simple (subs (jacobian (Jmat, [x1,x2,x3]), {x1,x2,x3}, {x1lo,x20,x30}));
% testovani negativni definitnosti Hessovy matice pro maximum

% pomoci Sylvestrovych podminek

for kk=1:3
D (kk)=simple (det (-Hmat (1:kk,1:kk)));
sylvester (kk)=abs (D (kk))==D (kk) ;
end
if sylvester==ones(1,3), disp('Nalezeny extrém je maximum!'), end

5. Vyhody a nevyhody tvorby a optimalizace symbolickych modeli

Zakladni prednosti symbolickych modell je fakt, ze vSechny vysledky se ziskaji
v obecné formé v zavislosti na vstupnich proménnych systému. Je vhodné symbolické
vypocty po kazdém kroku zjednodusovat, tim se do zna¢né miry zvySuje moznost pouZiti této
techniky pro slozitéjsi systémy. Na rozdil od mechanického zjednodusovani pomoci funkci
¢lovék pii zjednodusSovani vysledkd uplatiiuje heuristicky ptistup a obvykle je schopen
symbolické vysledky ziskat v piehlednéjsi formée. Pro pouzity model jsou vSechny tii pratoky

.. : k . .
extrakéniho ¢inidla stejné g :% 41x, % -1|, i=1,2,3, odpovidajici symbolické vyrazy,
1 kdyZ jsou ekvivalentni, vypadaji odlisSné a az pii podrobnéjSim rozboru se zjisti jejich

totoznost. Vystupni koncentrace 1ze zapsat obecné pro vSechny stupné ve velmi prehledném
tvaru v zavislosti na celkovém poctu stupnii a poradovém = Cisle stupné

i
(—kj x;H , 1=1,2,3, zatimco ze symbolického feseni tyto zavislosti nejsou ziejmé.
a

Vsechny vypoclty lze aZ na jedinou vyjimku provést obecné pomoci indexovani s vyuZzitim
cykli a vektorti v zavislosti na poctu stupnt ». Touto vyjimkou je symbolické feSeni
podminkovych rovnic, odpovidajici funkce solve vyZaduje zadani parametrd (rovnic a
proménnych) jako explicitniho seznamu.

f =
a*Q* (x0-x3) -b* (gl+g2+g3)

xlo =
ar2*k”2* (b/a/k* (x0*b/a/k)~(1/2))"(3/2) /b"2




X20 =
(x0*b/a/k) "~ (1/2)

x30 =
(b/a/k* (x0*b/a/k) " (1/2))"(1/2)

glo =
Q/k™(3/4) /b (1/4)*x0"~ (1/4) *a~(1/4) -Q/k

g2o0 =
Q* ((b* (x0*b*a*k) "~ (1/2))"(1/2)-b) /b/k

g3o =
O* ((a*k*x0) " (1/4)-b"(1/4)) /k/b"*(1/4)

fo =
- (-a*b"(1/4) *k*x0" (7/4)+4*b*x0*a” (1/4) *k"~(1/4) -
3*x0”(3/4)*b™(5/4))*Q/b”(1/4) /x0"(3/4) /k

Nalezeny extrém je maximum!

6. Zavéry

Tvorba a optimalizace symbolického modelu pomoci funkci MATLAB Symbolic
Math Toolboxu je pro chemicko-inzenyrské stupnové procesy velmi uzitenym piistupem.
Jednoduchym a dobfte algoritmizovatelnym postupem lze ziskat obecné vysledky, které by se
jinak musely odvozovat pracné bez podpory pocitae. Tento postup navic zarucuje ziskani
presnych a spravnych vysledkill, chyby a omyly pii feseni jsou prakticky vylouceny. Jinou
otazkou je kone¢ny tvar vysledkli, zde je =zapotiebi vynalozeni urcitého mnozstvi
heuristického zjednoduSovani, aby vysledky byly pievedeny do piehlednych a
komprimovanych tvart. Cely algoritmus tvorby symbolického modelu pro konkrétni
chemicky stupriovy proces lze zapsat sevien¢ pomoci symbolickych vektorti, symbolickych
indexovanych proménnych a cykli v zavislosti na obecné zadaném poctu stupnu s jedinou,
ale podstatnou vyjimkou — symbolické feSeni soustavy podminkovych rovnic. Vstupni
parametry odpovidajici funkce se musi zadavat jako seznamy bez mozZnosti zapisu do vektora,
vysledky jsou objekty — struktury, ke kterym se musi pfistupovat individualng.
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