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Abstrakt. Jednou ze zakladnich technik ve zpracovani signéalti pomoci waveletové transfor-
mace je tzv. prahovani waveletovych koeficientll, které se pouziva pro potlateni aditivniho
Sumu v signalu. Programovy balik ThreshL ab prezentovany v tomto prispévkuimplementuje
jak nékolik vyznamnych typli prahovani, tak jejich analyzu pomoci matematicke statistiky,
tzv. analyzou rizika (Exact Risk Analysis).

1 Uvod

Dnesjiz standardnim vyuzitim wavel etové transformace je separace deterministického signalu
z jeho smési saditivnim Sumem. Pro tento UCel se pouzivatechniky tzv. prahovani wavel etovych
koeficientll. Obvykle se pouZivai tvrde a mékke prahovani, ktera maji obé své vyhody a
nevyhody. Kromé téchto dvou typll viak existuji jeité dalsi, které tvori v uréitém smyslu
kompromis mezi zakladnimi dvématypy.

Na prahovaci pravidlalze za urcitych predpokladti nahlizet z pohledu matematickée stati stiky
[1, 4, 5] ajeji pomoci srovnavat vliastnosti pravidel [8, 6]. Jeden ze statistickych pristupli je
analyzarizikove funkce (Exact Risk Analysis).

V €lanku je prezentovan strucné princip waveletového potlatovani Sumu v signalu pomoci
prahovani a dale zplisob srovnani vlastnosti jednotlivych prahovacich pravidel pomoci mate-
matické statistiky.

Programovy balik ThreshLab, jehoz vyznam a hlavni funkce jsou popsany v posledni Casti
¢lanku, je soubor m-funkci pro MATLAB, ktery navazuje na Wavelet Toolbox a zahrnuje
zejmeéna: implementaci péti druhll prahovani wavel etovych koeficientti, numerickou agrafickou
stati stickou analyzu téchto pravidel a vytvoreni dalSich podplirnych grafi.

2 Princip waveletového potlacovani Sumu
Nezadouci Sum v signdlu ma obvykle aditivni charakter a proto je vhodné uvazovat model
X =f+e, (1)

kde X jenahodny vektor (konecny diskrétni nahodny signél), f je deterministicky (Cisty) signa
a e je nahodny vektor s n-rozmérnym normalnim rozlozenim, e ~ N, (0, 0°1,,). Waveletovou
transformaci vyjadfenou pomoci matice W prejde vztah (1) s vyuzitim linearity v

Y =b+v, 2

kde Y = WX, b = Wf, v = We. Diky ortogonalité transformace plati v ~ N, (0, 0%1,),
tedy rozlozeni pravdépodobnosti Sumu zlistal o stejné. Oznaéme pozorovani nahodnych vektor
X,e, Y, v, pofadé symboly x, e, y, v. Vektory y, b, v tedy pfedstavuji wavel etové koeficienty
prislusné vektorlim x, f, e.



Cilem waveletového potlatovani Sumu je nalézt vhodny modifikatni predpis o(-) tak, aby
odhad b; = d(y;) =~ b; byl v ngakém smyslu dobrym odhadem b;. Koeficienty b; totiz jsou
waveletove koeficienty prislusici signalu nezatizeného Sumem. Po Upravé wavel etovych koefi-
cientll navratime pomoci matice W' = W~! signal do vychozi domény. Tim ziskame signal
s potlatenou Sumovou sloZzkou. Tuto v principu jednoduchou metodologii nazvali jegji autofi
Waveshrink [2].

Popsany pristup je analogii klasické fourierovske filtrace, kde podobné upravujeme Fourie-
rovy koeficienty signalu. Avsak u waveletove analyzy je prispévek kazdého koeficientu pouze
lokalni (nebot wavel et jetlumeny smérem k +00), takZze wavel etovareprezentace dovol ujetimto
zplisobem konstruovat | okalné adaptivni filtry, coz je vynikajici rysve srovnani sfourierovskymi
filtry, kde efekt kazdého koeficientu je obecné globalni [7].

Existuje nékolik technik, jak konstruovat odhady b; = d(y;). Mezi nejpouzivangd metody
patfi prahovaci techniky [8]. Jgjich princip je nasledujici: hodnoty ;, které jsou v absolutni
hodnoté mensi nez zvoleny prah A\ > 0, jsou vynulovany a ostatni jsou jesté dale upraveny.
Je zigimé, Ze prahovani je nelinearni operaci na datech. Podle zplisobu Uprav koeficientt y;
rozlidujeme téchto pét druhli prahovani:

1. Tvrdé prahovani, obrazek 1(a):

i)i = (Sh(yi, )\), kde
h ~J O pro |z] <A
@A) _{ T pro |z| > A

2. Mékke prahovani, obrazek 1(b):
b; = 5S(yi, )\), kde
0°(z, A) = sgn(x) max{0, |z| — A}.

3. Polomékké prahovani, obrazek 1(c): R
Toto pravidlo zavisi nadvou parametrech 0 < \; < \g; b; = 6*(y;, A1, \2), kde

0 pro |z| < A
0% (2, M, A) = { sgn(z) 222 pro A < Ja| < .
x pro |z| > Aq.
4. Nezaporna garota, obrazek 1(d):
b; = (Snng(yi, )\), kde
0 pro |z| < A
nng — 5
O, A) { z—2 pro |z[ >\

5. Hyperbolické prahovani, obrazek 1(e):
b; = (Shy(yi, )\), kde

5 (3, \) = 0 pro |z| < A
’ sgn(z)va? — A2 pro |z| > A\
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Obr. 1: Grafy prahovacich pravidel. Pro vSechna prahovaci pravidla zvoleno A = 1, kromé
polomeékkého prahovani, kde A; =1 al, = 2.



Srovnani velikosti rizika pro rtizna prahovaci pravidla
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Obr. 2: Srovnani rizika péti prahovacich pravidel. Zde A = 3,33, \; = 2,86, \, = 3,72. Je
Zfetelng, Ze stejnomérné nejmensiho rizika dosahuje polomékké prahovani, avsak jen v pripade
optimalni volby A, \,. Graf byl vytvoren za pomoci baliku ThreshLab.

3 Statisticka analyza prahovacich pravidel

Vlastnosti odhadil posuzujeme pomoci statistické techniky Exact Risk Analysis—analyzarizika
[8]. Vychazimez modelu (2) auvazujemejedinou nahodnou veli€inu Y;, kterou pro jednoduchost
budeme dale znatit pouze Y. Bez Ujmy na obecnosti miizeme nadale predpokladat jednotkovy
rozptyl Sumu, tedy Y ~ N(b;, 1) [6]. Misto §(Y, \) budeme déle pro jednoduchost psat pouze
J(Y).

Prahovaci pravidlad®, 5%, 6%, "8, §% posuzujeme z hlediska:

1. stiedni hodnoty M, (b) = E[6(Y)],
2. rozptylu V,(b) = var [6(Y)],
3. rizika Ry (b) = E[6(Y) — b]*.

pro pevné zvolenou hodnotu prahu A > 0. Nejdllezitgsi informaci prfitom obsahuje hodnota
rizika, nebot udava odchylku od ,, spravné* hodnoty b, nikoliv od jei stfedni hodnoty M , ().

Oznatme prisludnost vySe uvedenych statistik k prahovacim pravidlim hornim indexem, t;.
napr. rozptyl mékkého prahovani bude oznacen V5 (b).

V pracich [6, 4, 1, 5] jsou odvozeny vzorce pro vechna prahovaci pravidla. Na zakladé
analyzy téchto vzorcli miize byt provedeno vzgemné srovnani statistickych vlastnosti vech
pravidel avyvozeny dilezite dusedky. Ukazuje se, Ze z hlediska analyzy rizikatvrde a mékké
prahovani tvori protilehlé poly a ostatni pravidla jsou v uritém smyslu kompromisem mezi
nimi.

Implementaci véech pravidel ataké nastrojti najejich analyzu zahrnuje balik ThreshLab pro
Matlab, viz nize.

Naobrazku 2 je pro priklad vyobrazeno srovnani rizika vsech péti zminénych pravidel.



4 Balik ThreshLab

ThreshLab je soubor programtl (m-funkci) pro prostiedi MATLAB?, ktery navazuje na Wavel et
Toolbox? firmy MathWorks. Tento balik zahrnuje zejména:

e implementaci viech péti druhil prahovani waveletovych koeficientl,

e numerickou i grafickou statistickou analyzu kazdého z prahovacich pravidel, a to pro
obecny rozptyl Sumu o # 1,

e vytvoreni potiebnych typll grafll, coz zahrnuje napf. prehledné zobrazeni prahovanych
koeficientll, zhodnoceni vysledk prahovani, mnohoméfitkovou analyzu (MRA), tésnost
priléhavosti waveletove baze k analyzovanemu signalu,

e to v3e dostupné pomoci nékolika hlavnich funkci s volitelnymi parametry.

M-funkce obsazené v tomto baliku jsou k nalezeni na adrese
http://www.utko.feec.vutbr.cz/ rajmic. Ngpovédak funkcim a popisky v jimi
produkovanych grafech jsou v anglickém jazyce.

NejdllezitgSi funkce ThreshLabu jsou:

thresh.m.......... Gstfedni procedura balitku. Na zakladé fady parametr{i provede praho-
vani waveletového spektra vstupniho signalu a prehledné zobrazi vy-
dedny signal a statistiku prahovani jednotlivych Grovni waveletovych
koeficientll. Prakticka ukazka viz obr. 3. Implementovano je pét druhl
prahovacich pravidel zminénych v tomto pFispévku.

plotwav.m........ funkce umoznujici vykresleni rliznych typy grafti obsahujicich wavele-
tove koeficienty, prispévky jednotlivych trovni v MRA apod.
era_*_ +.M.......... patnact funkci pro statistickou analyzu prahovacich pravidel. Symbol

* zastupuje oznaCeni typu prahovani, symbol + zastupuje nazev sta-
tistiky. NapF. funkce era_hy_var . m vypo€itarozptyl hyperbolického

prahovani.

denoise_tree.m...odSumovani signalu reprezentovaného binarnim stromem (zobecnéni na
wavel etove pakety [6]).

wp_denoise.m..... provede odSumovani signalu reprezentovaného binarnim stromem po-

moci nejlepsi baze wavel etového paketu atzv. , prahovou” entropii.

Funkce era_*_+.m vyuZivgi soubory distchck.m, normpdf.m a normcdf .m ze
Statistics Toolbox for Matlab. Tyto soubory jsou nakopirovany do adresare baliku Threshlab,
aby bylo mozné tento balik vyuZivat i bez zminéného tool boxul.

Podékovani
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Vychozi signal
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Obr. 3: Ukéazka grafického vystupu funkce thresh . m. Shora prvni graf ukazuje vstupni za-
Sumély signal. Druhy graf je signél po prahovani. Nasleduji grafy s waveletovymi koeficienty
jednotlivych detailnich Grovni aaproximacni koeficienty. TuCnym pismem jsou zvyraznény pra-
hované detailni Grovné. Na jim prislusnych subgrafech jsou rozliSeny podprahové waveletovée
koeficienty, jez byly vynulovany (Cervenou barvou) aty, jenz byly dale upravovany (standardni
modrou barvou). Rovnéz jsou horizontalnimi Carami naznaCeny prislusné prahovée hodnoty.
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